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摘  要: 为进一步研究分子的性质，M.Randic在文[2]中首先介绍了Wiener-Hosoya 指标. Wiener- Hosoya指 
标能够用 [ ]
( )
( ) ( ( ) )
e E T
h T h e h e
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= +∑ 组合原理来表示，我们是去计算Wiener 指标W而不是去计算 Hosoya topologic 
指标 Z. 本文主要讨论对于给定的顶点数时具有最大的Wiener-Hosoya 指标的树.  
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1  前言 
著名的Wiener指标W是指分子中任意两个碳原子之间的距离的和. 在计算时我们常用公式  
  ( )
e
W W e= ∑  
来表示，这里 e是指所有连接碳碳原子的键，W(e)是指 e两边碳原子个数的乘积. Hosoya topologic指标 Z 是
计算相关图中 k条(k=0,1,2,3…)不相交的边. Hosoya[1]发现了计算 Z的一个优美组合原理[3]，它可以表示成   
                    Z(G)=Z(G-e)+Z(G-ee) 
这里 G-e 是指图中删去一条边 e，G-ee 是指同一图中删去边 e 以及和它所有相连的边. 这个组合原理可以
把一个很大的分子分解成很多小的部分.  
Wiener指标 w和 Hosoya topologic指标 Z这两个数都被广泛地用来描述分子的结构，性质和活跃性等
方面的研究. Wiener指标是第一个用来描述路长为 3的分子的结构和性质的符号，Hosoya topologic指标 Z
是第一个在分子简单回归问题上发现的不变量 .  
设 e是树 T的一条边，我们用 hT(e)表示 T-e时每一部分顶点个数的乘积，用 hT[e]表示 T-{u,v}后各部
分顶点个数的乘积，这里{u,v}是指边 e的两个顶点. 对任意的树 T，M.Randic介绍了一个新的图论描述符
号---Wiener-Hosoya指标[2],它可以定义为 
                  [ ]
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如果 e是悬挂边，那么 h[e]就认为是 0. 正如 Randi´c 他自己指出的一样，Wiener- Hosoya指标能够用
上面组合原理来表示，我们是去计算 W 而不是去计算 Z. Wiener-Hosoya 指标有很多不同的性质，例如
Wiener-Hosoya 指标比很多简单的拓扑指数有明显的低的退化，它可以更准确地描述如庚烷，辛烷和癸烷
等的同分异构体的性质特征[3].  
在这篇文章中，我们主要研究对于给定顶点数时具有最大的Wiener- Hosoya指标的树.  
2  给定的顶点数的最大树 
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引理 1  T1 和 T2 是有 n (n≥17)个顶点的两棵树，下图 1 中的操作后 Wiener-Hosoya 指标
增加，即 h (T1)<h (T2) .  这里 S i ( i=1,2,…,k)都是指





























这里，φ i  指 Si 中去掉与 f i 关联的点后各分支顶
点数的乘积 .  (下面 φ i同此意 )而且我们可以很
容易得出，所有不在上面列出的边 e，都有                     .  所以  
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引理 2 对任意有 n (n≥17)个顶点的树 T，下图 2 中的两个操作后 Wiener-Hosoya 指标
增加，即当 m>0 时 ,h (T1)<h(T2);当 m=0 时 ,h(T1)<h(T3) .  这里 S i ( i=1,2,…,k)是指含有多于一
个顶点的树 .   
证明  ：我们列出那些
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( ) ( )T Th e h e≠ 或 [ ] [ ]1 2T Th e h e≠ 的边：  
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另一方面，所有不在上面列出的边，我们都可以很容易得出 .  
所以显然有 ( )2 1( ) 0h T h T− > .  同理，我们也可以证明 ( )3 1( ) 0h T h T− >  
引理 3 T1 和 T2 是有 n (n≥17)个顶点的两棵树，下图 3 中的操作后 Wiener-Hosoya 指标
增加，即 h (T1)<h (T2) .  这里 S i ( i=1,2,…,k)是指含有多于一个顶点的树 .   
证明：和前面的引理证明一样，我们列出那些
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图 1  经过这个操作后 Wiener-Hosoya
指标增加  
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图 2 经过两个操作后 Wiener-Hosoya 指
标增加  
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另一方面，所有不在上面列出的边，我们都可以很容易得出                  .   
所以显然有 ( )2 1( ) 0h T h T− > .   
引理 4 对任意有 n(n≥17)个顶点的树 T，
下图 4 中的两个操作后 Wiener-Hosoya 指标
增加 .  即当 r>4 时， h (T1)<h (T2)；当 r=4 时，
h (T1)<h(T3)  .  这里 S i ( i=1,2,…,k)是指含有多




( ) ( )T Th e h e≠ 或 [ ] [ ]1 2T Th e h e≠ 的边：  
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另一方面，所有不在上面列出的边，我们都可以很容易得出                   .  
所以显然有 ( )2 1( ) 0h T h T− > .  同理我们也可以证明 ( )3 1( ) 0h T h T− > . 
3  结论  
如果一棵树至多有一个顶点的度大于或等于 3，就叫这棵树为一个 spider.  设 S 是一
个 spider,它只有一个顶点的度大于或等于 3，我们就用 o 来表示这个顶点且把 S-{o}的各
部份叫做 S 的腿，这个 spider 也可以表示成 ),,,( 21 klllS ，其中 il ( i=1,2,…,k)表示腿长为 i
 
 
图 3 经过这个操作后 Wiener-Hosoya 指
标增加     
   图 4 两个操作后 Wiener-Hosoya 指标增加
( ) ( ) [ ] [ ]eTeTeTeT hhhh 2121 == 且
( ) ( ) [ ] [ ]eTeTeTeT hhhh 2121 == 且
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的腿的总数， k 是它最长腿的长度 .  如 )1,3,1,2(S 就表示腿长为 1 的有两根，腿长为 2 的有
一根，腿长为 3 的有 3 根，腿长为 4 的有一根 .  如下图 :  
       
图 5 表示 spider )1,3,1,2(S       图 6 经过这个操作后Wiener-Hosoya 指标增加  
定理 1 对任意的树 T(n≥17)，总有一个直径为 6 的 spider  S,使得 h (T)≤h (S ) .  
证明：①首先，证明任意树 T 可化成一个 spider.  对于任意的树 T，我们先用引理 3，
再用引理 1，反复使用这两个引理，最后可以把这棵树化成一个 spider.   
 ② 接着，证明可以把这个 spider 所有腿长等于 1 和大于 3 的变成腿长为 2 或 3 的
spider.   
当腿长为 1 的分枝总数为偶数，即 1 2 , (m z)l m= ∈ 时，我们用引理 4，可以把它们化成腿
长等于 2 的分枝 .   
当腿长为 1 的分枝总数为奇数，即 2 2 1(m z)l m= + ∈ 时，总有一根腿长为 1 的分枝没有化
成腿长为 2 或腿长为 3，下面我们证明 2 3 2 3( (1, , , , ) ( (0, 1, 1, )k kh S l l l h S l l l< − + .  如图 6 
我们列出那些
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( ) ( )T Th e h e≠ 或 [ ] [ ]1 2T Th e h e≠ 的边：  
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另一方面，所有不在上面列出的边，我们都可以很容易得出：                 .   
所以显然有  ( )2 1( ) 0h T h T− > ，即  2 3 2 3( (1, , , , ) ( (0, 1, 1, , )k kh S l l l h S l l l< − + .   
当树的腿长大于或等于 4 时，用引理 4 我们都可把它们化成腿长为 2 或腿长 3 的分枝 .   
定 理 2 当 n=3k(k≥6)时 ， 具 有 最 大 的 Wiener-Hosoya 指 标 的 树 是 )
3
3,1,0( −nS ； 当
n=3k+1(k≥6)时，具有最大的 Wiener-Hosoya 指标的树是 )
3
1,0,0( −nS ； 当 n=3k+2(k≥5)时，具
有最大的 Wiener-Hosoya 指标的树是 )
3
5,2,0( −nS .  
证明：由定理 1，可知任意一棵树都会小于一个腿长都为 2 或 3 的 spider.   
下面我们证明腿长为 2 的转变成腿长为 3 的分枝，它的 Wiener-Hosoya 指标增加 .  设
( ) ( ) [ ] [
1 2 1 2
e e e eT T T Th h h h= + =
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T1 和 T2 是有 n (n≥17)个顶点的两棵树，下图 7 中的操作后 Wiener-Hosoya 指标增加，即
h (T1)<h (T2)，这里 S i ( i=1,2,…,k)是指含有多于一个顶点的树 .   
 
图 7  上面的操作后 Wiener-Hosoya 指标增加  
和前面的引理证明一样，我们列出那些
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另一方面，所有不在上面列出的边，我们都可以很容易得出                 .   
所以显然有 ( )2 1( ) 0h T h T− >  
当 n=3k+1 时，所有腿长为 2 的分枝最后都可转化成腿长为 3 的 spider，即具有最大  
的 Wiener-Hosoya 指标的树是 )
3
1,0,0( −nS .   
( ) ( ) [ ] [ ]eTeTeTeT hhhh 2121 == 且
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当 n=3k+2 时，除 2 根腿长为 2 的以外，其它的都可转化成腿长为 3 的 spider，即具  
有最大的 Wiener-Hosoya 指标的树是 )
3
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当 n=3k 时，除 1 根腿长为 2 的分枝以外，其它的都可转化成腿长为 3 的 spider，即  
具有最大的 Wiener-Hosoya 指标的树是 )
3
3,1,0( −nS .   
                  
很容易算出：
9
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由这个结果我们可以看出，具有最大的 Wiener-Hosoya 指标的树是有尽可能多的腿
长为 3 的 spider.   
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Abstract: Wiener-Hosoya index was firstly introduced by Randi´c in [2], which is expected to reveal some further properties of molecu- 
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